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基于矢量和分析方法的边坡滑面搜索 

郭明伟，李春光，葛修润，王水林，吕颖慧 

(中国科学院武汉岩土力学研究所，岩土力学与工程国家重点实验室，武汉 430071) 
 

摘  要：基于力是矢量这个基本概念，给出了边坡矢量和法安全系数的矢量表达式。在边坡荷载已知的情况下，运用有限元

法计算得到边坡真实的应力分布状态，使用矢量和法安全系数并采用优化算法中的直接法搜索边坡的临界滑面。计算结果表

明，使用矢量和分析法搜索得到的临界滑面位置与极限平衡法得到的滑面位置基本吻合，且安全系数相对误差最大为 2.09 %，

验证了该方法在边坡稳定分析中的合理性与可靠性。矢量和分析方法与基于强度储备安全系数的分析方法不同，具有明确的

物理和力学意义，且不需引入过多假设，公式简洁，易于进行三维边坡稳定分析，不需进行迭代计算，可在工程实际中得到

广泛的运用。 
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Searching potential slip surface of slopes based on the 
vector sum analysis method 

 
GUO Ming-wei，LI Chun-guang，GE Xiu-run，WANG Shui-lin，LÜ Ying-hui 

(State Key Laboratory of Rock & Soil Mechanics, Institute of Rock & Soil Mechanics, Chinese Academy of Sciences, Wuhan 430071, China) 
 

Abstract: Based on the vector characteristics of forces, the vector expression of the safety factor in the vector sum analysis method 
(VSAM) is presented. In a slope with certain conditions, after determining the stress distribution with FEM, the critical slip surface 
can be searched with VSAM and the direct method in optimization algorithm. The calculated results show that the locations of the 
critical slip surfaces are in good agreement with the ones with Morgenstern—Price (M-P) limit equilibrium method, and the 
maximum relative error is only 2.09 percents between the safety factor obtained by VSAM and that by M-P method in calculated 
examples, which proves that VSAM is reasonable and reliable. At present, the methods with the safety factor of strength reserve are 
widely used in slope engineering; however, VSAM is different from the methods above。VSAM is clear in physics; the formula and 
its calculating process are very simple; and it will be easy to be applied in 3-D slope stability analysis. So VSAM can be widely used 
in practice. 
Key words: vector sum analysis method; slip surface search; limit equilibrium method; slope stability analysis 
 

1  引  言 

目前边坡稳定性分析最常用的方法为极限平衡

法和有限元分析方法。自 1927 年 Fellenius 提出边

坡稳定分析的早期条分法，经过 80 年的发展，极限

平衡分析法已取得长足的进步[1]，该方法的基本特

点是，只考虑静力平衡条件和 Mohr-Coulmb 破坏准

则，也就是通过分析边坡在破坏那一时刻的力的平

衡来求得问题的解，但在大多数情况下，问题是静

不定的。极限平衡法通过引入不同的简化假设而使

问题静定可解，从而形成了不同的方法，如：瑞典

法、Bishop 法、Morgenstern-Price 法、Spencer 法、

Sarma 法等。这些方法都是通过围绕着对条块划分

的方式，对条块界面上作用力的大小、方向、作用

点等种种不同的假设而形成的，各种方法具体的假

设条件可参阅文献[2]。有限元分析法是基于边坡有

限元变形分析和强度储备安全系数的稳定性分析方

法，其对应的安全系数有 2 种不同的求解方法：①

强度折减法；强度折减安全系数是对岩土体的强度

参数黏聚力 c 和内摩擦角 因数按同一系数 F 进行

折减，一般地以有限元计算分析不收敛作为判据，

这时的折减系数 F 即为边坡的稳定安全系数[3]。②
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安全系数定义为沿滑面各点抗滑力与下滑力积分的

代数和比值。极限平衡分析方法与有限元分析方法

都是基于强度储备概念上的稳定性分析方法，差别

只是内力计算方法不同，很显然有限元在内力计算

时较极限平衡方法更为准确。 
边坡是否稳定通常最直接的方式是看它的安全

系数是多少，这就涉及到安全系数的定义问题。上

述两种稳定性分析方法虽然计算方法不同，但都是

基于强度储备基础上的分析方法，其安全系数的定

义在本质上是一致的。文献[4]给出了目前在边坡稳

定分析中常用安全系数的 3 种定义，其中定义 2 为

极限平衡法中常用的安全系数定义，即将安全系数

定义为强度储备系数，当土体抗剪强度除以安全系

数后，边坡将处于临界平衡状态；定义 3 就是上述

所说的有限元分析中安全系数的定义②，并指出“在
利用有限元法分析边坡稳定性时基于定义 2 所算得

的安全系数和临界滑面都不同于基于定义 3 的相应

结果，同时利用定义 3 所求得的计算结果会表现出

一些明显不合理的现象”[4]。有限元强度折减安全系

数无论是学术研究或工程分析都得到了广泛的运

用，虽然计算结果与极限平衡法得到的相应结果很

接近，但这些安全系数的定义都存在如下问题：①

安全系数定义的物理意义不很明确；对于圆弧滑面

或直线滑面，极限平衡各方法定义的安全系数可以

表示为沿滑面抗滑力与下滑力对圆心力矩的比值，

但大多数情况下滑面不是圆弧状，而是任意的曲面

或折线等，这时的安全系数只表示抗滑力与下滑力

代数和的比值，物理意义模糊；③岩土体强度参数

黏聚力 c 和内摩擦角 按同一系数 F 进行折减不合

理；同时折减只是人为的假定，这是在人为折减虚

拟的状态下对边坡进行稳定性分析，物理意义更加

模糊。c 和 是抗剪强度的 2 个参数，对于工程中

不同类型的边坡，在保持它们稳定性方面有的 c 值

起重大作用，有的 c 值不起什么作用而是 起关键

作用。另外在折减计算中， 的取值是有条件的，

郑宏[5]等已经证明，在对强度参数进行折减的同时

必须对泊松比 也要做相应的调整以满足公式(1)，
这样才能得到合理的分析结果。 

sin 1 2 ≥               (1) 

④计算需要进行反复迭代，计算工作量大。诚然上

述两种分析方法的计算结果，在多数情况下，可以

有效地评估边坡的稳定性程度，作者认为，这 2 种

分析方法抓住了大多数边坡破坏的主要矛盾，即剪

切破坏。这也是这两种分析方法在边坡稳定性分析

得到广泛应用的根本原因。 
由于力的矢量特征，抗滑稳定分析就应该在力

的矢量特征上进行稳定性分析，这也是上述 2 种分

析方法中物理或力学意义不明确的根本原因。葛修

润等[6-9]曾对力的矢量和意义下的安全系数进行过

探讨，在此基础上本文给出了矢量和法(简称 VSAM
方法)安全系数的矢量表达式和边坡整体下滑趋势

方向的确定方法，并对 2 个工程算例进行了滑面的

搜索。通过 VSAM 方法的临界滑面与极限平衡 M-P
法的对比分析表明，使用 VSAM 方法得到的滑面位

置与极限平衡 M-P 法得到的基本吻合，安全系数相

对误差最大值为 2.09 %，因此，在边坡稳定分析中

使用矢量和分析方法是合理并切实可行的，能够给

出合理的临界滑面位置及相应的安全系数。 

2  边坡矢量和分析方法 

最经典抗滑稳定安全系数的概念和定义应该

是：坡体在受各种荷载(包括自重)作用条件下，潜

在滑动面所能提供的极限抗滑力的“总和”与作用在

潜在滑动面上滑动力的“总和”之比。这样的定义是

非常直观和朴实的，因为力的矢量特征，当空间滑

体沿潜在滑面滑动时，作用在潜在滑面上各部分的

滑动力矢量按“矢量和”合成为导致坡体可能发生滑

动的力矢，称之为总滑动力矢。同理，把作用在滑

面各部分抵抗滑动的力矢，通过“矢量和”形成总抗

滑力矢。因为总抗滑力矢与总滑动力矢均为矢量，

而矢量之间是无法直接进行相比的，但矢量可以在

同一个方向投影，然后进行相比得到一个标量，即

抗滑安全系数，这个投影的方向称之为边坡整体下

滑趋势方向，这就是矢量和分析方法的基本思想。

极限平衡分析方法与有限元强度折减法是基于边坡

人为虚拟应力状态下来计算边坡的稳定性，与此不

同，矢量和分析方法是在边坡真实应力分布状态和

整体下滑趋势方向的基础上来评估边坡的稳定性，

其对应的安全系数称之为矢量和法安全系数(简称

VF)，定义为：在边坡潜在滑动面上，总抗滑力矢

在整体下滑趋势方向上投影的代数和与总下滑力矢

在此方向上投影代数和的比值[1]。文献[10]也从摩擦

理论和矢量几何出发指出，抗滑安全系数是一个标

量，因此，在求抗滑力与滑动力的比值时，必须取

它们在同一个方向上的比值。从道理上讲，从边坡

的真实状态出发得到的结果应更为合理，也更为直

接，由此求得的矢量和法安全系数才有明确的物理

和力学意义，矢量和分析方法是一个广义的方法，

它既适用于有限元分析也适用于极限平衡条分法。 
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2.1  边坡整体下滑趋势方向的确定 
对于一个确定的边坡，其整体下滑趋势方向应

是在其临界状态下的下滑趋势方向，假设这个潜在

滑面就是边坡真实的滑移面，那么此时边坡沿潜在

滑面滑动应是一种临界状态，即在此状态下潜在滑

面各点剪应力均达到材料本身应有的最大抗滑能

力，由此可利用潜在滑面各点所能提供的极限抗滑

能力来确定边坡的整体下滑趋势方向[11]。即通过潜

在滑面各点极限抗滑剪力沿潜在滑面积分得到的单

位方向，这样才能合理地确定边坡的整体下滑趋势

方向。 
根据 Mohr-Coulomb 强度破环准则，边坡整体

下滑趋势方向可由下式确定。 

 
 

n
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ˆtan dˆ
ˆtan d

rs

rs

c s

c s

 

 
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



d
d

d
           (2) 

式中：c 为材料黏聚力； 为材料内摩擦角； n 为

潜在滑面上任一点的法向应力值； ˆ
rd 为滑面上任一

点抗滑剪应力单位方向； s为潜在滑面。 
2.2  边坡矢量和法安全系数表达式 

矢量和法安全系数表达式是基于以下几点假

设： 
（1）以二维问题为研究对象，边坡或坝基所构

成的计算区域为 Ω，在 Ω 内的潜在滑动面 s已知。 
（2）边坡计算区域的应力分布状态使用有限元

等数值方法计算得到，其中边界、荷载及材料强度

参数由勘察得到。 
（3）滑动面上岩土体的强度特性服从 Mohr- 

Coulomb 强度准则。在应力分布已知时，岩土体的

抗剪强度由下式确定。 

f n tanc                (3） 

（4）边坡整体下滑趋势方向按照式(2)进行确

定，其对应下滑方向角如图 1 所示。 
 

 
图 1  边坡整体下滑趋势方向示意图 

Fig.1  Sketch of slip direction of whole slope 
 
如图 1 所示， s ， τ , n 为滑体上 A 点对基岩

的一组作用力，分别对应为潜在滑面上 A 点的应力

矢量、剪应力、法向应力；d̂ 为整体下滑趋势方向； 
为潜在滑面； n̂为该点切平面的法线，则： 

s ˆ n                  （4） 

n s ˆˆ( )n  n                （5） 

s nτ                    （6） 

这里， 是该点的应力张量； 
基岩上对应的 'A 点对于潜在滑面的法向应力为： 

' = n n                   （7） 
为方便推导公式，这里采用弹性力学拉正压负

的约定。矢量和法安全系数可表达为： 

RK =
T
                   （8） 

其中，抗滑力和下滑力向整体下滑趋势方向 d̂
的投影为： 

s
ˆ( )d

s
T d s                （9） 

s
ˆ( )d

s
R σ d s               （10） 

上式中最大抗滑应力矢量 

s nτ  =                 （11） 
最大抗剪力： 

n
ˆ( tan ) rc     d           （12） 

3  基于矢量和分析方法的滑面搜索 

边坡矢量和分析方法的关键在于边坡真实应力

分布状态及整体下滑趋势方向的确定，其整体下滑

趋势方向可由式(2)确定；边坡应力分布状态可由有

限元等数值方法得到。对于一个荷载及边界条件已

知的边坡来说，在滑面形状表达模式的基础上并采

用一定的搜索方法，可以得到边坡的临界滑移面，

即最小安全系数对应的滑面位置。 
3.1  有限元单元内任意点应力的确定 

近年来随着有限元方法的普及，有限元数值计

算方法已经发展成为一个十分重要的工程计算方 
法[12]。有限元方法是通过结构的离散化，利用变分

原理并联立结构的几何与物理方程得到结构的整体

刚度矩阵，从而建立整个结构的平衡方程组为： 

   [ ]K P                （13） 

式中：[ ]K 为整体刚度矩阵；{ } 为全部节点位移组

成的向量；[ ]P 为全部节点荷载组成的向量；[ ]K 为

整体刚度矩阵可通过单元刚度矩阵适当组合得到。
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对于简单结构或许可以得到式(13)中的解析解，但

大多数情况下得到解析解是不可能的，这时一般通

过数值积分的方式得到数值解。而在有限元方法中

最常用的数值积分方法是高斯积分法，只有高斯积

分点上的解是真实解，而其他任意点上的解都是通

过插值的方式得到。 
运用有限元求解边坡的应力分布状态，只能得

到单元节点上的数值解。基于矢量和分析方法的边

坡滑面搜索问题，必须已知边坡内任意点的应力状

态才能够进行滑面的搜索，本文通过形函数等参插

值的方法来得到单元内任意点的应力状态，如式

(14)。 

1

n
x i
j i j

i
N 


              （14） 

式中： x
j 为单元内 x 点的应力分量； iN 为单元 i 节

点在点 x 处的形状函数； i
j 为单元 i 节点在点 x 处

的对应 x
j 的应力分量。 

3.2  边坡滑面的表达模式及搜索方法 
对于同一个边坡，不同的滑面表达模式搜索得

到的边坡临界滑面不同，由于边坡材料的非均质性，

一般的临界滑面形状不是单一的曲线或直线等，现

有文献中多采用以边坡内点坐标为自变量进行搜

索，只要在搜索过程中选取的自变量足够多，就可

以表达任意形状的临界滑面。但这会带来搜索效率

低下，甚至让人无法接受。考虑到滑面搜索过程中

的计算效率问题，本文采用多项式曲线的表达模式

进行滑面的搜索，虽然这种表达模式有一定的局限

性，如图 2 中的 3 种特殊滑面，使用多项式曲线模

式均无法搜索到这样的滑面位置，其中滑面①为具

有拉裂缝的临界滑面形状；滑面②为折线段形状；

滑面③为具有软弱夹层的滑面，中间的直线段就是

软弱夹层所在的位置。但对于均质边坡和不含软弱

夹层的边坡来说，使用多项式曲线模式在总体形状

上也能很好的得到边坡的临界滑移面。 
 

 
图 2  边坡特殊滑面示意图 

Fig.2  Sketch for locations of special slip surfaces in slope 
 

岩土工程中的边坡几何形状复杂，材料通常是

非均质的，纯解析的变分原理很难进行极值的求解。

用最优化方法通过数值方法求解，是一个比较现实

可行的途径。关于确定最小安全系数的最优化方法

可参阅文献[2]。本文采用单纯形法进行临界滑面的

搜索，因这种方法是个局部优化方法[13]。能否得到

边坡的临界滑面与给定的初始滑面有关，如果在搜

索过程中，以极限平衡法搜索得到的临界滑面作为

搜索的初始滑面，则可以很快得到边坡的临界滑面。

算例搜索过程与结果表明，得到的滑面应该为边坡

基于矢量和分析方法的临界滑面。 

4  算  例 

为了说明矢量和分析方法的合理性与可靠性，

本文给出了 2 个常用的边坡工程算例，运用该方法

进行边坡临界滑面的搜索，并与基于强度储备的极

限平衡方法中 Morgenster-Price (M-P)方法搜索得到

的圆弧滑面与非圆弧滑面进行对比分析。在边坡有

限元计算中均采用关联流动法则。有限元数值计算

采用大型有限元软件 ABAQUS 计算得到边坡应力

分布状态；基于极限平衡 M-P 法的临界滑面分别采

用圆弧滑面与非圆弧滑面进行搜索得到。 
4.1  算例 1 

(1) 材料参数及计算模型 
本算例取自文献[14]，为一均质边坡，边坡材料

参数为黏聚力为 58.86 kPac ，摩擦角  11.31°，

重度 319.62 kN/m  ，弹性模量和泊松比分别为

80 MPa 0.43E  、 。边界条件为底部约束，两侧

面法向约束，边坡只受重力作用，边坡模型尺寸如

图 3 所示，有限元模型共划分 5307 个单元，5424
个节点，为了计算结果的准确性，在极限平衡滑面

附近进行了网格的加密。 
 

 
图 3  模型尺寸 

Fig.3  Model dimension  
 

 
图 4  有限元最大主应力等值线图 

Fig.4  Contours of finite element maximum principal stress  
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图 5  有限元最小主应力等值线图 
Fig.5  Contours of finite element minor principal stress  

 
(2) 采用单纯型法进行临界滑面的搜索，考虑

到优化算法的计算效率问题，采用 4 次多项式曲线

形式拟合边坡的滑面，基于矢量和分析方法的搜索

过程见图(6)。为了更好地进行对比分析，除给出运

用矢量和方法搜索得到的临界滑面位置外，也给出

了基于极限平衡 M-P 方法搜索得到的圆弧与非圆

弧滑面，具体滑面位置见图(7)。 

 

 
图 6  基于矢量和分析方法的搜索过程 

Fig.6  Process of searching the critical slip surface  
with VSAM  

 

 
注：Fc 代表使用 M-P 方法搜索得到的圆弧临界滑面对应的安全系数；

Fn-c 代表使用 M-P 方法搜索得到的非圆弧临界滑面对应的安全系数；

Fvm代表使用矢量和分析方法(VSAM 方法)搜索得到的多项式曲线临界

滑面对应的安全系数。 
 
图 7  使用 M-P 方法与矢量和方法得到的临界滑面位置 
Fig.7  Location of critical slip surface obtained by M-P 

method and VSAM 
 
4.2  算例 2 

(1)材料参数及计算模型 
该算例取自文献[14-15]，为一典型的公路边坡，

其材料参数如表(2)所示，边坡形状模型尺寸见图

(8)，有限元计算的边界条件同算例(1)。 

表 1  算例 2 边坡材料参数 
Table 1  Parameters of soils in example 2 

土层 
重度 

/(kN/m3) 
黏聚力 

/kPa 
摩擦角 

/(°) 
弹性模量 

/MPa 
泊松比 

1 24.0 34.0 26 2×104 0.35 
2 25.0 39.0 35 5×104 0.30 

 

 
图 8  双层土坡模型尺寸[12-13] (单位：m) 

Fig.8  Model dimension (unit: m) 
 

 

图 9  有限元最大主应力等值线图 
Fig.9  Contours of finite element maximum principal stress  
 

 
图 10  有限元最小主应力等值线图 

Fig.10  Contours of finite element minimum principal stress  
 
(2) 搜索方法同算例(1)，基于矢量和分析方法

的搜索过程见图 11。为了对比分析，分别给出了采

用矢量和法搜索得到的临界滑面和极限平衡 M-P
方法搜索得到的圆弧滑面及非圆弧临界滑面位置，

见图 12。 
 

 
图 11  基于矢量和分析方法的搜索过程 

Fig.11  Process of searching critical slip surface  
with VSAM 

1779 

边坡形状 
矢量和法临界滑面 
M-P 方法圆弧临界滑面 
M-P 方法非圆弧临界滑面 



                                            岩    土    力    学                                   2009 年 

 
图 12  使用 M-P 方法与矢量和方法(VSAM) 

得到的临界滑面位置 
Fig.12  Location of critical slip surfaces obtained by M-P 

method and VSAM  
 

4.3  结果分析 
为了叙述的方便，使用滑面 1、滑面 2、滑面 3

分别代表 M-P 方法搜索得到的圆弧滑面、非圆弧滑

面及使用矢量和法搜索得到的曲线滑面。 
（1）由图 6、图 7 可以看出，以滑面 1 为初始

滑面，使用局部优化算法单纯形法，也能够近似得

到边坡最小安全系数对应的临界滑面。因此在滑面

假设的前提下，算例中基于矢量和方法搜索得到的

连续曲线临界滑面，应该是边坡的临界滑面。 
（2）算例 1 中滑面 1、滑面 2、滑面 3 对应的

安全系数依次为 cF =1.360， n-cF =1.340， vsF = 
1.3501，见图 7。矢量和法搜索得到的安全系数 vsF
与极限平衡 M-P 方法得到的安全系数 cF 、 n-cF 相对

误差分别为-0.66 %，0.75 %，不足 1 %。因此，对

于均质边坡，通过两种方法的对比分析可知，矢量

和分析方法不仅能够给出符合实际的临界滑面位

置。而且其对应的安全系数也是合理的。 
（3）图 7 给出了算例 1 使用这 2 种方法搜索  

得到的临界滑面，3 个临界滑面位置基本上完全吻

合，其中临界的破顶剪入点一致，而稍微不同的是，

在坡脚的剪出点不同，按照与坡脚距离从近到远依

次为滑面 2、滑面 3、滑面 1，距离依次为 3.82 m、

7.36 m、11.19 m。滑面 3 大致位于滑面 1 与滑面 2
的之间，即矢量和法搜索得到的滑面位于 M-P 方法

得到的滑面之间。由于算例 1 为均质边坡，实践证

明，其临界滑面位置应该近似为圆弧状，图 5 也表

明滑面 3 位置从剪入、剪出点及滑面的深度都与圆

弧滑面 1 很吻合。 
（4）由算例 2 的计算结果知，滑面 1、滑面 2、

滑面 3 对应的安全系数依次为 cF =1.40 ，

n-cF =1.389， vsF =1.418，见图 12。矢量和法搜索得

到的安全系数 vsF 与极限平衡 M-P 方法得到的安全

系数 cF 、 n-cF 相对误差分别为 1.29 %，2.09 %，且

矢量和法对应的安全系数大于极限平衡 M-P 法得

到的安全系数，最大相对误差只有 2.09 %，因此，

对于双层土边坡，矢量和方法能够给出合理的安全

系数，来评估一个边坡的稳定性程度。 
（5）在算例 2 中，图 12 给出了搜索得到的 3

种临界滑面，3 种滑面剪出点相同，都位于坡脚，

不同的是 3 种滑面剪入点不同，按照与坡顶距离从

近到远依次为滑面 3、滑面 2、滑面 1，距离依次为

6.55 m、7.43 m、9.30 m，图 12 中各剪入点距离分

别是 CB=0.88 m，AB =1.87 m。对于非均质材料边

坡，实践证明这种边坡的临界滑面一般为非圆弧形

状，矢量和法搜索的滑面 3 与滑面 2 即 M-P 方法非

圆弧滑面吻合的更好一些，限于滑面的假定，搜索

过程只能在多项式所表示的曲线空间中进行，但搜

索得到的临界滑面在总体上也能很好地逼近于边坡

实际临界滑面。 
（6）由上述分析可知，运用矢量和分析方法进

行边坡的稳定性分析，不仅可以给出边坡合理的安

全系数即矢量和法安全系数；而且搜索得到的边坡

最小安全系数滑面与极限平衡 M-P 法得到的临界

滑面吻合得较好，这也说明了矢量和分析方法的合

理性和可靠性。 

5  结  论 

(1）矢量和分析方法是一种新的边坡稳定性分

析方法[16]。不同于目前广泛使用的极限平衡条分法

及有限元强度折减法，它是建立在边坡真实应力状

态和整体下滑趋势方向上的分析方法，对于任意形

状的边坡滑面，其物理和力学意义明确、公式简洁、

不需迭代计算，只需进行一次非线性数值计算就可

得到任意滑面的安全系数；同时它也是一个广义的

概念，既可以适用于极限平衡条分法，也适用于边

坡有限元分析。 
（2）给出了矢量和分析方法中边坡整体下滑 

趋势方向的确定方法。通过潜在滑面各点极限抗剪

应力沿滑面积分得到的单位方向的反方向即为边坡

的整体下滑趋势方向。 
（3）通过矢量和分析法与极限平衡 M-P 法得

到的临界滑面对比分析表明，采用矢量和法安全系

数搜索边坡的临界滑面，与极限平衡法得到的滑面

位置及深度基本吻合，且矢量和法安全系数与极限

平衡 M-P 法安全系数接近，最大相对误差只有  
2.09 %，均质边坡仅为 0.75 %。 

（4）基于矢量和方法的边坡稳定分析不仅能 
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够得到边坡合理的安全系数，而且也能给出符合实

际的临界滑面位置，说明了矢量和分析方法在边坡

稳定性分析中的合理性与可靠性。 
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